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Repaso

Definicién 0.1 (Espacio normado). E un espacio vectorial y || - || : £ — R una
funcion que verifica:

L ||lz[| >0Vx e E

2. |z =0 <= =0

3. [lz +yll < flell + vl

4. [[Az|]| = [N Vz,y e E, N € R

A esta funcion la llamaremos norma y diremos que F es un espacio normado
Podemos definir ademds una funcién d : E x E — R dada por d(z,y) = ||z — y||
Vz,y € E a la que llamaremos distancia.

Decimos que un espacio E es completo si toda sucesion de Cauchy es convergente.
Si E es un espacio normado completo, entonces (£, ||.||) es un espacio de Banach.

Definicién 0.2 (Espacio prehilbertiano). Sea H es un espacio vectorial, un pro-
ducto escalar es una funcién (+,-) : H x H — R tal que verifica las siguientes
propiedades:

1. Bilineal: para todo z,y,2 € H, o, 5 € R se verifica que

(ax + By, 2) = oz, 2) + B(y, 2)
(x, 0y + Bz) = a(z,y) + Bz, 2)
2. Simétrica: (x,y) = (y,z) Vr,y € H
3. Positiva: (z,z) >0 Vre H
4. Definida positiva: (z,2) >0 Va € H \ {0}

Las dos ultimas propiedades se pueden resumir en (z,x) =0 <= = = 0.

Diremos que (H, (+,-)) es un espacio prehilbertiano.

Todo espacio prehilbertiano es en particular un espacio normado, ya que podemos
definir ||z|| = \/(x, z) que es claramente una norma.

Si || - || es completa, diremos que (H, (-,-)) es un espacio de Hilbert.

Ejemplo. Los siguientes espacios son de Banach:
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LR, [-]),

2. (RY,]-]), donde |z| = |(z1,22,...,2x5)| = \/2? + 22+ -+ 2%. Ademas es
de Hilbert ya que (z,y) = Zf\il 2;1; es un producto escalar.

3. Dado! A C RY tomamos Cy(A) = {f : A — R : f es continua y acotada en A}.
Podemos definir una norma en este espacio como

[ fllesca) = sup{[f(2)] : = € A}

4. Tomamos K C RY compacto. Consideramos el conjunto de las funciones con-
tinuas en K denotado por C(K) y el espacio (K, (+,-)), donde

(f.9) = /K f(2)g(x)dz

es un producto escalar que hace a este un espacio prehilbertiano. Tendriamos

191 = ([ stapac) "

Ejemplo (El espacio del punto 4 No es de Hilbert). Vedmoslo con un contraejemplo.
Tomamos K = [0,1] C Ry podemos definir ¥n € N la funcién f, : [0,1] — R tal
que f? viene dada por la siguiente grafica:

1 |
n (@)
0 Un
x
De esta forma tenemos que
1
1 1 1 1
2 2
5l = [ fiadde = 25 = 50 = lfull = =

y vemos que

{ {fal@)} >0 Yz e(0,1]
{fa(0) =1} =1

Con esto tenemos que la sucesién {f,} — 0 en (£([0,1]),(-,-)) (ya que la norma
converge a 0).

PARA MANANA RESOLVER QUE ES LO QUE NO ESTA CLARO (la contra-
diccién para ser espacio de Hilbert).

Ha b de Cp viene de bounded (acotado en inglés)
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Ejemplo. Consideramos () # Q C RY medible, entonces podemos definir
L*(Q) = L*(Q)) ~={f : Q — R medible : / f(z)*dz < o}
Q

L*(Q2) con la norma definida anteriormente (en el punto 4) es un espacio de Hilbert
(teorema de Fischer)

Ejemplo. Sea 1 < p < oco. Consideramos el conjunto

Lp(Q):{f:Q—HRmedibles :/|f|pdm<oo}
Q

Entonces tenemos que con la norma definida como

1/p
1l = ( / Ifl”dx)

es un espacio de Banach. Recordemos para este resultado la desigualdad de Holder
y Minkowski. Definimos para ello el conjugado de p de la siguiente forma?:

P g
/ o s l<p<oo 11
p= =-+—-=1 Vpe|l,o00)
oo siop=1 PP

Con esto tendremos que

Ademas, se tiene que

fwide < ([1ra) ([17de)" = 1wl
/ (Juras) (1)

Ejemplo.

LRV, - 1,) con [lally = (S, ) (2, y) = $X, 7
2. (R, [ - |leo) con ||2]|oo = max{|z;| : i =1,..., N}
3. Sea p = co. Tenemos
L ={f:Q — R medible :sup{|f(x)]:z € Q} < o0}

A este supremo lo llamaremos supremo esencial, que se define de la siguiente
forma?:

sup|f|=mf{M > 0:|f(z)| < M a.e. x €Q}
Q

2donde asumimos que /oo = 0
3a.e viene de almost everywhere (casi por doquier en inglés)

7
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En algunos libros se denota por esssup.

Podremos reescribir lo anterior como

L ={f:Q — R medible :sup|f| < oo}
Q

Entonces el espacio (L, || - [|oo) con || f]leo = Supg | f] es un espacio de Banach.

La desigualdad de Hélder con p = oo, p’ = 1 nos dice que para f € L*>(Q),
g € LY(Q) entonces fg € LY(Q) y [ fgllzr < || fllz=|lgllz: es una norma en H.

Ejemplo. Consideramos 1 < p < oo y definimos el conjunto de sucesiones.

Lr={x:N->R: ) |z(n)] < oo}

n=1

Si definimos ahora

o) Yp
)l cr = (Z Ix(n)lp>

entonces (L, || - ||,) es un espacio de Banach. Para verlo podemos tomar z € L7,
y € L7 y tenemos que

vy € L1y llzyller < lzllevllyll oo

de la que se deduce la desigualdad de Mikowsky.

Para p = 2 tenemos que (£2,] - ||2) es un espacio de Hilbert. Para p = co podemos
definir £ = {z : N — R : x sucesién acotada} y con ||z||. = sup{|z(n)|: n € N}
es un espacio de Banach.

Ejemplo. Podemos considerar los siguientes subespacios que seguiran siendo espa-
cios de Banach:

1. Tomamos C' = {z € L : x es convergente} y es un subespacio de L.

2. Podemos tomar otro subespacio de este, Cy = {x € C': x es convergente a 0}
que de nuevo es un subespacio de L.

0.1. Espacios de Hilbert

Recordemos que un espacio de Hilbert es un par (H,(-,-)) donde H es un espacio
vectorial y (-, ) es una funcién bilineal simétrica y definida positiva.

Proposicién 0.1. Si H es prehilbertiano entonces se tiene:
1. Se cumple la Desigualdad de Cauchy-Schwarz, es decir

|(u, 0)| < lull - lvll,  Vu,ve H

8
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2. Se verifica la desigualdad del paralelogramo

2 2
u-+v

2

U—v
2

(l® + 10l*), Vu,ve H

1
2

Teorema 0.2 (Teorema de la Proyeccién). Supongamos que H es un espacio Hil-
bertiano y # # K C H un conjunto convexo y cerrado, entonces Vf € H Jyu € K
tal que || f — u|| = dist(f, K). Ademas, dicho u esta caracterizado por:

ue K
(f—u,v—u) <0 YWwekK
Notaremos a dicho u por Pk f y diremos que es la proyeccién de f sobre K

Demostracion. En primer lugar tendremos que ver que d(f, K) = inf{||f —v|| : v €
K} existe y se alcanza. Al ser un infimo de cantidades positivas sabemos que existe
y nos quedard ver que se alcanza.

Por definicion de infimo tenemos que

I{v,} C K tal que ||f —v,|| = d

Aplicando la desigualdad del paralelogramo para v = f — v, y v = f — v,,, con
n,m e N

2

f=vatf=on|*  |[f == (f—om)|[ _ 1 ) 2
=t + : = LU = vl 1 = )
2 2
vn—i—vm U — Up, 1
f-= =5 (If = oall® + 1 f = vml?)
2 2
||Um_vn|| 1 2 Un+Um 2
e N (TR L TR R P
2
2 Un“‘“m
o = wal? = 2(1F = wnlP + 17 = wnl?) = a7 = 225
; Up + Uy
Como K es convexo y v,, v, € K tendremos que d”"*% € Kyademas || f — 5

d por lo que tenemos

2
va _UnH = 2 (Hf_UnHQ_'_ ”f—Um”2) _4d2

Cuando n — oo tenemos que ||f — v,|| = dy ||f — vm| — d por lo que el término
de la derecha tendera a 0 cuando n, m — oo. Esto significa que la sucesién {v,} es
de Cauchy.

Como H es de Hilbert, en particular es completo por lo que sabemos que {v,} — u
en (H,(-,-)).

Como ademés {v,} C K y K es cerrado, el limite u € K. Tendremos que

d = lm [[f —onl| = [|f — ull
n—oo
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Y tendremos probada la existencia de u.

Veamos ahora la equivalencia entre la primera y la segunda parte del teorema, es
decir

ue kK — ue kK
| f — ul| = dist(f, K) (f—u,v—u) <0 YWwek
Veamos las dos implicaciones:

=) Supongamos que u € K y sabemos que ||f — u|| < ||f — v|| para todo v € K.
Tomamos ahora w € K y consideramos el segmento que une v con w. Entonces
Vw e K y Vt € [0,1], al ser K convexo tendremos que

I-thuttwe K y [If—ul><|f-Q-t)u—tw]?
Aplicando la bilinealidad podemos reescribir esta tltima expresién como

If— (1 —thu—tw||®* = (f — (1 —t)u —tw, f — (1 —t)u — tw) =
= If = ul® + v —ul* = 2t(f — u,w — u)

Sustituyendo en la expresion que tenfamos anteriormente nos queda que:
0 < |lw—ull* —2t(f —u,w—u) Vtec(0,1]

Al dividir entre ¢t nos queda
0 < tlw—ul|*—2(f —u,w—u) Vte(0,1]

y tomando ahora el limite cuando ¢ tiende a 0 por la derecha queda que

0< —2(f—uy,w—u)= (f —u,w—u) <0

Se deja como ejercicio demostrar la otra implicacién y la unicidad de u. O

Proposicion 0.3. La aplicaciéon dada por

Py:H—H
[ Prf

es Lipschitziana, es decir, || Pk fi — Pk fa|| < ||f1 — f2|| para todo fi, fo € H.

Demostracion. Tomamos fi, fo € H y consideramos u; = Pgfi, us = Pgfsy
tenemos que

Yve K

(fi —u,v—1uy) <
< Yve K

0
(f2 —ug,v —up) <O
De aqui obtenemos que

(fl — Uy, U2 — Ul)

<0
(fo —u2,us —uz) <0

10
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Aprovechando la bilinealidad tenemos que

(fo —ug,ug —ur) 2 0= ((fi —u1) — (fo —u2),us —uy) <0
Y ademas
((fi —w) = (f2 —u2),uz —wr) = ((fr — f2) — (w1 —ua),ug —uy) =
= (f1 — fa,ug — u1) + (ug — uy, up — uy)

Y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Uy — U, up —up) < —(f1 — fo, ue — wq)

||U2—U1||2 = (
< fi = Fellllug = wi|l = Jluz — wi|| < || f1 = foll
]

Corolario 0.3.1 (Proyeccién ortogonal). Sea H un espacio de Hilbert y ) # M C H
un subespacio vectorial cerrado. Entonces se tiene que

Vfe H Fue M tal que ||f —u| = dist(f, M)
Ademas, u = Fy, f estd caracterizado por
o) uc M
) (f—u,w)=0 YweM
Y se tiene que Py, : H — H es lineal.

Demostracion. Comencemos con la primera parte del corolario. Sabemos que u € K
y (f —u,v—u) <0 Vv e M del teorema de la proyeccién. Tendremos que probar
la equivalencia entre esto y (f —u,w) =0 Vw € M cuando M es un subespacio
vectorial. Veamos ambas implicaciones:

<) Evidente por ser M un espacio vectorial.

=) Tenemos que (f —u,v —u) <0 Vv € M. Tomamos ahora v € M, t #0y
como M es un subespacio vectorial, entonces 7 € M por lo que

v
(f—u,;—u)g() Yoe M, t#0
Hagamos una distincion de casos:

Sit>0 = (f—uw,v—tu) <0 Vi>0,veM
Sit<0 = (f—u,v—tu)>0 Vi<0veM

Tomando limite cuando ¢ tiende a 0

(f—u,v)<0 Vi>0veM
(f —u,v) =20 Vt<0OveM

Y por tanto (f —u,v) =0 Yve M

La demostracion de que Py, es lineal se deja como ejercicio. O

11
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0.2. Espacios Duales

Definicién 0.3 (Dual algebrédico). Sea E un espacio vectorial, llamamos dual al-
gebraico al siguiente espacio:

E#* ={f:E - R: f es lineal}

Definicién 0.4 (Dual topoldgico). Dado (E, | - ||) un espacio normado, llamamos
dual topoldgico a

E*={f:FE — R: f es lineal y continua}

Observacion. Sitenemos (E, ||-||g), (F,||||r) dos espacios normados y una aplicacién
T : E — F lineal. Son equivalentes:

(i) T es continua
(ii) T es continua en 0

(i) T(Bg(0,1)) es un conjunto acotado de F', es decir que IR > 0 : ||T(z)||r <
R Vz e FE con |z|| <1

(iv) T es acotada, es decir, T'(A) es acotada en F' para todo A C E que esé acotado
(v) T es Lipschitziana.
Demostracion.
(v)=(iv) ) Trivial
(iv)=(iii) )
(iii)=(i) )
(i)=(ii) ) Trivial
(if)=(iii) )

Trivial

Trivial

Sabemos que 7" es continua en 0. Luego para e =1 3§ > 0 tal que ||z||g <
luego || T(x)||r < 1. Tenemos que

IT(z =yl = [T(x) =TI < Mllz =yl Vo,ycE

luego || T(z)|] < M||z|| para todo x € E. De esta forma tenemos que
) 2
=7 (el 5 5) | =3 | (0 5) | < 5 e
] 29 ]l 2 0

(iii)=(vi) ) Sabemos que A C E estd acotado, luego T'(A) también, es decir que T'(A) C
B(0, M) para cierto M > 0. Tenemos que probar que

T(A) C T(B(0,R)) C B(0, M)
Dado z € A tal que ||z|| < R, como ademés es Lipschitziana tenemos que
|T(@)|| < Nljz|| < Nz < NR=M

y tenemos la inclusiéon que queriamos probar.

12
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(iv)=-(ii) ) Por hipdtesis tenemos que si ||z|| < 1 entonces ||T(z)|| < Ry queremos probar
que Ve > 0 36 > 0 tal que si ||z|| < ¢, entonces ||T(x)| < . Tomamos 0 =
y suponiendo que ||z|| < ¢ tenemos que

i@ = |1 (g -2t | =20 [ (g )| < 1o < 5=

y va lo tenemos.

2R

O

Definicién 0.5. Dado E un espacio vectorial, consideramos su dual topolégico E*
y definimos la norma

g = sup [[f(2)]| VfeE

ll=]I<1

/]

Ejercicio 0.2.1. Demostrar que ||f||g+ es una norma.

Ejercicio 0.2.2. Demostrar que (E*, || - || g«) es de Banach.

Ejercicio 0.2.3. Demostrar que || f||g- = mf{M > 0: || f(2)|| < M||z|g Vz € E}

0.3. Espacio Dual de un Espacio de Hilbert
Observacion. Es elemental que si tomo v € H, entonces la aplicacién

o, H—=R
u = p(u) = (u,v)

verifica que ¢, € H* y |yl = [|v||lg. Ademds, podemos definir la siguiente
aplicacion:
UV:H— H"
V= @y

que sera lineal por lo que tenemos que un espacio de Hilbert y su dual topolégico
seran isomorfos.

Demostracion. La demostracion se deja como ejercicio. O

Teorema 0.4 (Teorema de Riesz-Fischer). Para toda ¢ € H*, se tiene que 3jv € H
tal que p(u) = (u,v) Yu € H. Ademas, se tiene que ||¢|

e = ||[v]lu

Ejercicio 0.3.1. Sea H un espacio de Hilbert, y tomamos un elemento cualquiera
y € H. Consideramos f : H — R dada por f,(z) = (z,y) para todo x € H. Entonces
se tiene que f, es lineal, y ademas

[fy(@)l = 1z, 9)| < lyll - l=]l vz € H = f, acotada

13
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con lo que || fylla+ < |lylla-

Con la definicién de la norma tenemos que

1 fyllee = sup{|(z,9)] : 2 € H, |lzlla <1} < llyllasup{llelln : x € H, |zlln <1} =

Comenzamos con el caso y # 0 y tomamos = = m y tenemos que

Y 1
ol =|(2) | = ) = ol
[yl = 1yl z
por lo que hemos visto que se alcanza el maximo por lo que || f, || z+ = ||y||z . Veamos
ahora qué sucede cuando y = 0. En este caso tendremos f,(z) = (z,0) y por tanto
se tiene directamente que || fy||z- = 0= ||y||u-

La linealidad se deja como ejercicio.

Teorema 0.5 (Teorema de representaciéon del dual de un espacio de Hilbert de
Riesz-Fréchet). Sea H un espacio de Hilbert, entonces Vf € H* existe un unico
y € H tal que f(x) = (z,y) Vo € H. Ademas, ||f||z = ||y|x-

Demostracion. Solo tenemos que probar la primera parte, pues la segunda es conse-
cuencia del ejercicio anterior. Para ello tomamos f € H* y tenemos dos casuisticas:

e) Si f =0, entonces puedo tomar y = 0 y es evidente.

) Si f # 0, entonces tenemos que M = f~1({0}) & H es un subespacio vectorial
cerrado (imagen inversa de un cerrado por una funcién continua? y lineal®).
Podemos aplicar entonces el teorema de la proyeccién ortogonal. Sabemos que
dzp € H \ M. Llamamos z; = Pyzy € M y tenemos que (zp — z1,v) = 0 para
todo v € M. Definimos ahora

R0 A
20 — 21l

y estd bien definido ya que zo ¢ M y z; € M luego zy — 21 # 0. Es claro que
|z|| = 1 y veamos cuédnto vale (z,v) para todo v € M:

(2,0) L )=0 VoeM

2,0) = ————(20 — 21,0) = v

|20 — 21|

Veamos que z ¢ M. Sabemos que M es un espacio vectorial y si zg — 21 es-
tuviera en M, entonces zg € M pero sabemos que zp ¢ M luego z ¢ M o
equivalentemente f(z) # 0 (por la definicién de M).

Tenemos ahora que para todo x € H tenemos que x — ;Eg € M = ker f ya
que

—@Z = :L‘—f(x) zZ) =
(o= 657) =0 - g =0

4
5

nos dice que es cerrado.
nos dice que es espacio vectorial.

14
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luego f(x) = f <§8 z) lo que nos dice que

0= (o= 18:) = o) = 1 = @) = 1)) = (0,202

Por tanto, tomando y = f(z)z tenemos la existencia probada. Nos queda por
ver la unicidad. Para ello, supongamos que existen y;,ys € H tal que f(z) =
(x,y1) = (z,y2) paratodo z € H. Con esto tendriamos que (z, y; —y2) = 0 para
todo z € H. Elijo # = y; —yo y tenemos que 0 = (y; — y2, y1 — ¥2) = ||y1 — v2||?
por lo que finalmente y; = s.

O

Nos planteamos ahora qué ocurre cuando tenemos un espacio de Banach F y un
subespacio G C E. Tenemos ademas una aplicacién g : G — R lineal y continua. Lo
que nos plantemos ahora es si existe una aplicaciéon f : E — R lineal y continua tal
que su restriccion f|, = g.

Que g sea continua es equivalente a decir que |g(z)| < k||z| para todo x € Gy
queremos ver si se verifica la continuidad de f, es decir que |f(x)| < k||z|| para todo
r e L.

Ejercicio 0.3.2. Definimos p(x) = k||z|| Vz € E. Probar que se verifican las
siguientes propiedades:

Loplr+y) <pl@)+ply) Voyek
2. p(Az) =Ap(z) YA>0, VeeFE

Definicién 0.6. Sea () # P un conjunto con una relaciéon < de orden (reflexiva,
antisimétrica y transitiva). Entonces

e) un subconjunto @ C P es totalmente ordenado si para cualesquiera dos
elementos a,b € @ se tiene que a < b o b < a (o ambas).

e) SiQ C Pyux € P, diremos que = es cota superior de @) si a < z para todo

a € Q.
e) Sim € P, entonces diremos que m es un elemento maximal de P si
{reP :m<zx}={m}
es decir, no hay ningin elemento de P excepto m que esté por encima de m.

e) Diremos que P es inductivo si todo subconjunto Q C P que sea totalmente
ordenado posee una cota superior.

Lema 0.6 (Lema de Zorn). Sea () # P un conjunto con una relacién de orden <.
Entonces se tiene que si P es inductivo, entonces P tiene un elemento maximo.

15
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Teorema 0.7 (versién analitica del teorema de Hanh-Banach). Supongamos que E
es un espacio vectorial y tenemos p : E — R tal que se verifica

p(z+y) <plx)+ply) Ve,yek
p(Ax) = Ap(z) Ve e E YA>0

Sea G C E un subespacio vectorial y G : G — R una aplicacién lineal verificando
g(x) <plxr) Veed
Entonces se tiene que df : E — R lineal verificando
flz) <px) Vrek
fie =19
Demostracion. Definimos el siguiente conjunto

G C D(h) subespacio vectorial de E
P=<h:D(h)—R: hlineal, h(z) <p(z) Vze D(h)
h(z)=g(x) YrxeG

y lo llamaremos conjunto de extensiones de g. Sabemos que P # () ya que
g € P (es una extensién de si misma en el espacio P). Necesitamos ahora definir
una relacion de orden. Lo haremos de la siguiente forma

h1<h2<:>{ D(h) € Dha) -y p
h’2’Dh1 h

y diremos que hy es una extension de h;. Se deja como ejercicio demostrar que <
es una relacion de orden.

Probemos ahora que P es inductivo. Para ello tendremos que probar que cualquier
subconjunto suyo que esté totalmente ordenado tiene una cota superior. Sea () C P
totalmente ordenado. Consideramos

= |J D(n)

heQ

y definimos la aplicacion

h() . VE) —R
x> ho(z) = h(z) siz e D(h)
Estd bien definida como consecuencia de que el conjunto sea totalmente ordenado.

Se deja como ejercicio demostrar que V; es un subespacio vectorial, que hg esta bien
definida, que es lineal y que ho(z) < p(x) para todo x € V.

Con esto tengo que hy es una extension de todas las h € @, es decir, h < hg para

todo h € @ lo que nos dice que hy es la cota superior de (). Con esto podemos
concluir que P es inductivo.

16
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Tenemos todas las hipotesis necesarias para aplicar el teorema de Zorn, que nos dice
que 3f € P elemento maximal de P, es decir,

GCD(f)CcFE
f:D(f) = Rq flineal, f(x) <p(z) Vae D(f)
fe=9

Se deja como ejercicio demostrar que si f es maximal, entonces D(f) = E (por
contrarreciproco).

Para ello supongamos que por contradiccion se tuviera D(f) & E por lo que 3z €
E\ D(f). Por tanto,

D(f) ® 2R - R
T+ txg — f(x) +ta = f(z+ 1)

Solo tendremos que ver que ﬁD(f) = f vy que f(x + txg) < p(x + txy) para todo
x € D(f), Vt € R.

Sabemos que Esto es equivalente a

f(m—i—txo) <plz+txg) Ve D(f), VreR «—
= f(t. +txg) < plt. +txg) Vze D(f), Vr eR
et < plee b = { TETE) 020
—l—oz- (z+x0)< p(z + xp) t>0, z€ D(f)
(:){ —a=—f(z4x0) <p(—z—1x0) t>0, z€ D(f) —

< —f( ) + p(z + o)
{2 Ty vee ot

Por lo que nos basta con demostrar lo siguiente
sup{f(—2) —=p(=z —x0) : 2 € D(f)} < a <If{—f(2) +p(z + 20) : z € D(f)}

Podemos cambiar —z por un w € D(f) cualquiera de la siguiente forma:

sup{f(w) — p(w —x¢) : w € D(f)} < a <f{—f(2) + p(z + x0) : z € D(f)}

Veamos que esta desigualdad se verifica. Para cualesquiera z,w € D(f)

f)+ flw)=fz+w) <p(z4+w) =p(z+ 20 — 20 +w) < p(z+ x0) + plw) — 29 =
fw) = fw—z0) < =f(2) + p(z + o)
y hemos probado que cualquier elemento del segundo conjunto es cota superior de

todos los elementos del primer conjunto, lo que prueba la existencia del a probando
lo buscado. O
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Observacion. Sea E un espacio normado, f : F — R una aplicacién no nula (f # 0)
y a € R. Si f lineal y continua, entonces

[f=al={zc E: f(x) =a} = f'({a})
es un hiperplano® cerrado”.

Definicién 0.7. Si A, B C E es un espacio normado. Diremos que el hiperplano
H =|[f =a] separa Ay B si

JdoeRtal que f(z) <a< fly) Vee A, VyeB
Diremos que separa estrictamente A y B si

de>0tal que f(z) <Ka—e<a+e< fly) Vee A VyeB

Teorema 0.8 (Primera forma geométrica del teorema de Hanh-Banach). Supon-
gamos que F es un espacio normado, A, B C E dos subconjuntos de E no vacios,
disjuntos, es decir, AN B = (), convexos y con A abierto. Entonces existe un hiper-
plano cerrado H que separa Ay B.

Demostracion.

Paso 1: Vamos a considerar B = {z} v ) # A C E abierto convexo con zy ¢ A. Elijo
C = A — zy. Se deja como ejercicio probar que C es convexo y abierto con
0 € C. Probar también que yg = zo — 29 ¢ C.

Sabemos que Ry, es un espacio de dimensién 1 y buscamos una funcién lineal,
que en este espacio sera de la forma

g: Ry, — R
tyo = g(tyo) =1
Buscamos ahora una aplicacion f : E — R que extienda a ¢ verificando

f(z) < f(yo) = g(yo) = 1 para todo x € C. El teorema de Hanh-Banach nos
dird que existe un f : F — R lineal tal que

flx) <plz) Veek

Sbasta con la linealidad (primer teorema de isomorfia)
"por ser f continua

18
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0.4. Funcional de Minkowski de un conjunto

Definicién 0.8 (Funcional de Minkowski). Sea E un espacio normado y C' C E
convexo, abierto y tal que 0 € C'. Consideramos la aplicacién

p:E—R

nf{ia>0:2e(C si Vee E\{0
R

y la llamaremos funcional de Minkowski.
Propiedades. El funcional de Minkowski verifica las siguientes propiedades:
1. p(Ax) = Ap(x) Ve e E, VYA>0
2. 3M >0 tal que 0 < p(z) < M||z|| Ve e FE
3. C={zeFE:px) <1}
4. plx+y) <plx)+ply) Ve,yek
Demostracion.
L. p()\:v):hf{a>0:%:%EC}:)\fnf{&>O:geC}:Ap(:c)
2. Como C ebierto y 0 € C sabemos que Ir > 0: Bg(0,7) C C'y se tiene

a>M:>H£H<r:>£eBE(O,r)CC
T [0 «

por lo que

] Lz |
(T,—i-oo C{a>0.560}:>p(95)§—

r

3. Queremos ver que p(x) < 1 para todo « € C. Sabemos que si z € C' abierto,
entonces Ir > 0 tal que Bg(z,r) C C. Tomamos ahora un € > 0 y queremos
ver cuanto vale la siguente norma:

€
C1l+4e

]

x —ex
— .T f—
1+e¢ 1+e¢
Elegimos ahora un ¢y > 0 tal que

0 e T
T+e 0 |z +1

y podemos afirmar que

H
xr
1+4+¢

<r Vee (0,&)
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por lo que

T
1+¢

€ BE(.T,T> cC Vee (0,80]

Acabamos de demostrar que p(z) < iz para todo € € (0,o]. Hay algo mal
en la demostracién de este apartado. Se deja como ejercicio para el lector
averiguar qué es lo q estd mal (deberfamos haber empezado con (1 + €)x en

xT
vez de con 7).

La otra inclusion la haremos sabiendo que si p(x) = inf {a >0:2¢ C’} <1,
entonces sabemos que dag < 1 tal que aio € (. Como ademas C' es convexo y
0 € C' tenemos que

ac:om-i%—(l—a)eC
Qo

4. Podemos afirmar que

— Y e Ve>0
p(z) +e¢

y por el apartado anterior tenemos que

() <

Como C es convexo, puedo considerar —4— € (' y cualquier combinacién

p(y)+e
convexa de x e y estard en C. Consideramos

p(z) +¢
p(x) +ply) +2¢

0<t=

y con este t formamos la siguiente combinacién

Yy . T+y
T ) e @ ) 2

t—
p(z) +¢

por el apartado anterior tenemos que p(x + y) < p(z) + p(y).
]

Ejemplo. Para C' = B(0, 1) tenemos que pc(x) = ||z|| (sale claramente si se piensa
lo que se esta haciendo).

Teorema 0.9 (Primera forma geométrica del teorema de Hanh-Banach). Supon-
gamos que F es un espacio normado, A, B C E dos subconjuntos de F no vacios,
disjuntos, es decir, AN B = (), convexos y con A abierto. Entonces existe un hiper-
plano cerrado H que separa Ay B.

Demostracion.
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Paso 1:

Paso 2:

Vamos a considerar B = {x¢} y ) # A C E abierto convexo con zy ¢ A. Elijo
C = A — z. Se deja como ejercicio probar que C' es convexo y abierto con
0 € C. Probar también que yo = xg — 29 ¢ C.

Sabemos que GG = Ryg es un espacio de dimensién 1 y buscamos una funcién
lineal, que en este espacio sera de la forma

g:Ryo— R
tyo > g(tyo) =t

Considero p el funcionar de Minkowski de C'. Observemos

e Como yg ¢ C = p(yp) > 1
e Sit >0, entonces g(tyy) =t < p(yo) = p(tyo)
e Sit <0, entonces g(tyy) =t < 0 < p(tyo)

En cualquier caso tendremos que

g(tyo) < p(tyo) VteR

Usando el teorema de Hanh-Banach tenemos que existe un f : £ — R lineal
tal que
fa=9
y
fly) <ply) <Myl veeE

Por lo que podemos concluir que
fl <Myl VyeE

lo que nos dice que f es continua. Nos queda probar que f es la aplicacion que
queremos buscar y por tanto tendremos que encontrar «, es decir, probar que
fly) < 1= f(yo) para todo y € C, lo que significaria que hemos separado C'
de yp. Se deja como ejercicio.

Consideramos () # A C E abierto, ) # B C E convexos tales que AN B = ().
Consideramos

A—B={a—-b:a€ A, be B}

y como AN B = () sabemos que 0 ¢ (A — B). Veamos ahora que A — B es
abierto. Esto es muy sencillo ya que podemos escribir

A-B=[]JA-
beB

y tenemos que es union de abiertos trasladados que siguen siendo abiertos
luego A — B es abierto. Se deja como ejercicio demostrar que A — B es convexo
y terminar la demostracion.
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O

Teorema 0.10 (Segunda forma geométrica del teorema de Hanh-Banach). Sea () #
ACE, ) # B C Etalque ANB # (0 y con Ay B convexos, A cerrado y B
compacto. Entonces existe un hiperplano que separa estrictamente A y B, es decir,

3f : E — R lineal y continua
y
dJo€eR, Je>0: fla)La—e<a<a+e< f(b) Vac A, VbeB

Demostracion. Consideramos el conjunto C' := A— B que sabemos que es convexo de
la demostracion del teorema anterior. Como A es cerrado y B es compacto sabemos
que C es cerrado (se deja la demostracién como ejercicio). Igual que antes, sabemos
que 0 ¢ C'y ademés, como C' es cerrado tenemos que E \ C' es abierto y tenemos
que

Ir>0:Bg(0,r)NC =0

Por la primera forma geométrica del teorema de Hanh-Banach podemos separar
Bg(0,7) y C. El resto de la demostracion se deja como ejercicio (la idea es separar
estrictamente 0 de C' y aprovechar la linealidad para separar estrictamente A de
B). O

Lema 0.11. Sean E, F' espacios normados, T' € L(FE, F'), entonces se tiene que

sup ||| = r|T|| Vo € B, V>0

[lz—z0o||<r

Demostracion. Tenemos, para todo y € E que

I3l =7 (50 + = 0= 1) | = 5 070 + I+ 1T = )] <

< max{||T(zo + )|, IT(z0—y)|} Vzo€E
Ademas,

Tl = sup [[Ty[l < sup max{[|[T(zo +y)ll, [[T(x0 = y)lI} <

lyll<r lyll<r

< sup [|Tz]]

l[z=zol|<r
U

Proposicién 0.12 (Principio de acotacién uniforme). Sea E un espacio de Banach,
F espacio normado, F una familia de operadores T' € L(E, F'). Si sup ||T,| < oo
TeF

para todo x € E, entonces sup ||T]| < co.
TeF

Demostracion. Por contradiccién al absurdo. Supongamos que sup ||T'|| = co. Esto
TeF

significa que existe una sucesién de operadores de F, {1,,} C F con ||T,,|| > 4" para
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todon € N. Tomo g =0y r = % y aplicamos el lema recién probado y llegamos a
que existe un z; € B(zg, 1/3)

2 1
T > — . —||T°
[Ty | 3 3|| il
y seguimos contruyendo por induccién

1 2 1
swp |Tal) > Tl > 2 T

Hac—mn,1||<3—n

Esto nos da una sucesién {z,,} C E y veamos ahora que dicha sucesién es de Cauchy.
Para ello tomamos m > n y tenemos

me - anH - me —Tm—1 t+Tm—1 — Typ—2 + - +$n+1 - an <
1 1
< ||£Cm - xm—l” + ||xm—1 - xm—2|| + -+ ||In+1 - xn|| < S_n + 3m 1 + -+ 3n+1 —
_1{ 1 } 11 1 3 11
~ an m—n 1|~ an 26 an T~ 5 an
E e A T~ T TR TR R S R

y tenemos que es de Cauchy en un espacio de Banach, luego {z,} converge a un
x € E. Tenemos ademés

, . 1 1
[l = 2all = [limn-soo(@n = 2a)l| = 1z —2all < 5 - 55
Vamos a estimar la norma de T,,x. Para ello escribimos

2 1
ITa(@)ll = I Ta(z = 20 + 2a) | 2 [ Talza)| = 1 Ta(z — @)l 2 5 - 57

)
2 1\ 1 1 1 1 /4\"
>(5-3) 3Tl =5 5Tl > o (5) ~ o

3 2)3 6 3 6 \3

y en este caso tendriamos que

sup ||Tz|| = sup ||Tx|| = o0
TeF neN

por lo que llegamos a la contradiccion buscada. O

Lema 0.13 (Lema de Beire). Supongamos que X es un espacio métrico completo,
X, C X tal que X,, cerrado y intX, = () para todo n € N. Etnonces se tiene que

nt ([OJ Xn> =0
n=1

Observacion. El contrarreciprodo del lema anterior serfa:
Si X es un espacio métrico completo y X,, C X es cerrado Vn € N. Entonces

e}
int (U Xn> # () = Ing € N tal que intX,,, # 0
n=1
Se recomienda ver este lema y su demostracién en el libro de Brezis.
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Ejercicio 0.4.1. Sean X,Y espacio de Banach, T' € L(X,Y) y definimos
lylln = nf{||u||x + n|v|ly ;ue X, veY, y=T(u)+v} ¥YneN, VYyeVY
Probar que || - ||,, es una norma en Y que verifica
[ylln <nllylly, VyeY

Ademds, si y = T'(x), con o € X entonces se verifica

1yl < [l x

0.5. Teorema de la aplicacién abierta

Ejercicio 0.5.1. Sea T : X — Y lineal. Entonces se tiene que T es abierta si y solo
si

36 > 0 tal que By (0,d) C T(Bx(0,1))

Teorema 0.14 (Teorema de la aplicacién abierta). Sean X, Y espacios de Banach,
y T € L(X,Y) una aplicacién sobreyectiva. Entonces 1" es abierta.

Demostracion.
Paso 1. Vamos a demostrar en primer lugar que existe un r > 0 tal que
By (0,7) € T(Bx(0,1))
Para ello considero en el espacio Y la siguiente norma para todo n € N:
lylln = mf{|Jullx + n|jv|ly cue X, veY, y=T(u) +v} VyeVY
Abreviaremos la notacién como

= inf VyeY
1Yl y:%l(lu)ﬂ{IIUHX +nllolly} Yy
entendiendo que es equivalente a la definiciéon anterior. Consideramos ahora el
siguiente espacio

espacio de todas las sucesiones {z;, }men C Y
con un numero finito de términos z,, no nulo

A

y en dicho espacio podemos considerar
{zm }menloo = Irgg%( [

Se deja como ejercicio demostrar que esto es una norma en Z. Vamos a definir
la aplicacién

T, Y -7
Y= Tn<y> = {5nky}k€N
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donde 9,,;, es la aplicacion delta de Kronecker,
S — 1 si k=n
V0 s k#n
Con estas definiciones tenemos que Vyi,y, € Y

To(y1 + y2) = {0k (v1 + v2) bren = {0nk¥1 + Onk¥o fren =
= {0nk¥1 }ken + {0nkY2 hen =
= Tn(yl) + Tn<y2)

por lo que T, es lineal y ademds es continua con [|T,||Ly,z) < n. Con esto
tenemos que

1T ()lloo = [{0nry renlloo = max [6uylln = llylln < nllylly

Vemos ahora que Vy € Y la sucesion {T),(y)}nen estd acotada. Como T es
sobreyectiva sabemos que dxr € X tal que T(x) = y por lo que podemos
escribir y = T'(z) + 0 y tomando u = z, v = 0 y con la definicién de la norma
anterior tenemos que

[yl < [lzllx + n[|0] = [lz]x
por lo que ||T,(y)||oo < n|lylly < n|lz]|x y tenemos que la sucesion{T,,(y) } nen
estd acotada. Por el principio de acotacién uniforme sabemos que {||7,,||(y) } nen
estd acotada, es decir, que dM > 0 tal que
||Tn||y(y7z) < M ‘v’n - N
lo que nos dice que

1T ()lloe < Mlylly Vn €N

Sea y € By (0,1/m) y queremos ver que y € T(Bx(0,1)). Para ello empecemos
calculando

1
n= inf ul|x + nl|lv <M|Y|ly <M-—=1
lolla = _int {lullx + nllolly} < MYl < M -7

Vamos ahora a definir
A=A{|lullx +n|v|ly :y=T(u)+v, ue X, veY}

y sabemos que inf A < 1, luego Ja, € A tal que inf A / a, <1

y podemos garantizar que Ju, C X, Jv, C Y tales que si podemos escribir
y = T(u,) + vy, entonces

[unll + nlfon]ly <1
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por lo que ademas por ser suma de cantidades positivas tenemos

1 1
[un]|x < };s [n]|x < }

nllvally <1 lvally < 5

Evaluamos ahora T en u,,.

T(up) = {T(un) + vy — vu} = {y —va} >y (cuando n — o)

Sabemos que v, — 0 en Y cuando n — oo y T(u,) € T(Bx(0,1)) y como
y = T(uy) + v, tendremos que y € T(Bx(0,1)) como querfamos demostrar.

Paso 2. Vamos a demostrar ahora que By (0,7/2) C T(Bx(0,1)). Esto es equivalente a
probar que

1 T 1 1 T 1
B (027> c Q—H-T(BX <0,2—n)> — B(O,Q—n) CT(BX <0,2—n)>

Veamoslo por induccién. Para n = 1 tenemos que

r 1 1 r
y € By <O,§> C T(BX (O,é)) = dr; € Bx (0,5) : ||y—T(.731)H < ?

Tenemos entonces

y—T(x1) € By <0, %) cT (BX <o, %)) —

1 T
= 3n € By (0,55 ) ¢ Iy = 7o) = Tle)l < 35
Si repetimos este proceso podemos llegar a que
1 = r
3o, € By (0.5,) Iy — 3Tl < ooy

k=1

Por lo tanto, tendriamos que

) 0 1
Sl €34 <o
n=1 n=1

por lo que Y x,, converge en norma®. Por ser X un espacio de Banach tenemos
n=1

o0 o
que Y. x, = x. Tenemos entonces |z||x < Y. ||zn|lx < 1. Ademds, de lo
n=1

n=1
anterior podemos concluir que

T

ly = > @0l < 57 = D T(@) =y
k=1

k=1

80 equivalentemente es de Cauchy
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Y escribirmos ahora

£) o) ()

N 00
T lineal. -,
=" lim > T(xy) =) T(xx) =y € T(Bx(0,1))
N—oo k=1

0

Teorema 0.15 (Teorema de la grafica cerrada). Sean E, F' espacios de Banach,
T : E — F lineal. Entonces si T' es continua si y solo si

Gr(T) ={(x,T,) : z € E}
es cerrado en B X F\
Demostracion.
=) Se deja como ejercicio.
<) Vamos a construir una nueva norma || - ||z que la definimos como
[ellz = llelle + 1 Tellr Vo e B
Veamos que es una norma.

(i) ||z]l7 = 0 ya que es suma de dos normas.
(i) [[Azllr = IAzlle + (| TAz)[[r = [ 2]l + A Tallr = Mzl
(iil) |21 + 22l = [ler + 22l + [T (21 + 22)|| < [lzalle + (|22l + (T2 lr +
[ Tes || = llalle + ll2]le
y ya tenemos probado que es una norma. Veamos ahora que es completa. En
efecto si ||x,|| C E es de Cauchy para || - || se tiene que

Ve>0 dng e N:n,m =ng= |1 —22llg + | Te, — oy llr = |20 — 2 —m|lr <e

por lo que tenemos que

E.Banach (n—00)

{z,} de Cauchy para || - ||p = Jr € F:l|z,—z|]lg — 0

0

E.Banach n—)oo)

{T,,} de Cauchy para || - ||r = 3y € F:||Ts, —ylle —

Esto nos dice que {(x,,T,,)} ki (z,y). Ademas por hipétesis tenemos que

{(zn, Ty,)} € Gr(T) cerrado en E x F luego se tiene que (z,y) € Gr(E) =
y="1T,.

n—)oo)

[z = 2llz = llen = 2llz + T2, = Tellp "—"0
Por la definicién de || - |7 tenemos que

lz|lg < ||z||lr Yx e E
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y por el teorema de la aplicacién abierta sabemos que
k>0 ||z||lr <Ek|z||g YVxeFE
luego se tiene que
lzlle + 1 Tellr < Kllzlle Vie E=k>1
es decir,
ITellr < (k= Dllzllz VeeE

y tenemos entonces que es Lipschitziana y por tanto se tiene finalmente que T’
es continua en F.

O

0.6. Espacio Bidual

Definicién 0.9. Dado E de Banach, entonces

(B - |

g+) de Banach con || f]

E* 1= Sup |<f795>EE|
lzll<1

Tenemos x € E** = (E*)* donde

X : £ — R lineal y continua

f= Az, [)p~ g

y se tiene que

E*+« = SUup ’<f7$>EE
Ifllz=<1

x|

Dado un x € E podemos considerar x, € E** y tendremos

Xz : E* — R lineal y continua

fe=Af,2)pE

y tendremos que

g = sup xa(f)l = sup [{f,2)ppl = [lz]le

[flle=<1 1f1lg=<1

x|

Normalmente notaremos x, = J(z).
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1. Topologias Débiles

1.1. Topologia inicial

Observacion. Si 1y := {A: A C X} es la topologia discreta = ¢; es continua para
todo ¢ : X — Y con Y espacio topologico.

Definicién 1.1. Sea X un conjunto y {¢; : X — Y; : Y] espacio topolégico i € I}
una familia de funciones. Buscamos la topologia 7 es X que contiene menos cantidad
de abiertos para la que toda la familia de funciones ; son continuas.

Necesariamente 7 D U = {¢; ' : w; abierto en Y;, i € I} = por lo que podemos
reformular la busqueda anterior de la siguiente forma: dado un conjunto X y una
familia U = {U, : A € A} hallad la topologia 7 con menos cantidad de abiertos que
contiene a U.

Consideramos entonces el siguiente conjunto

V= {V:ﬂU&:)\l,)\z,...,)\neA, neN}

i=1

y vemos que es estable por intersecciones finitas, y no estable por uniones arbitrarias.
Definimos entonces el siguiente conjunto:

T = { U Vi, VeV, Ag CA, Ay arbitrario}

n€ho
y es facil probar que este conjunto es una topologia! a la que llamaremos topologia

inicial.

Podemos considerar la siguiente base de entornos para cada z € X:

{ﬂ ©; 1(V;) : Vi entorno de @;(z) en Y;, I D J ﬁnito}
ieJ
Proposicién 1.1. Sea (X, 7) un e.t, 7 la topologia inicial y una sucesién {z,} C X,
x € X. Entonces

(n—00)

{Xn} o {‘Pz(%z)} — SOi(ZE), Viel

!se hizo en Topologfa I
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Demostracion.
=) Es clara porque las ¢; son continuas en (X, 7) para todo i € I.

<) Sea U un entorno de x, entonces existe W = Nic ;' (V;) con V; entorno de
¢i(x) en Y; e I D J finito. Tenemos x € W C U.

pi(x) € Vi
(n—o00)

:HNZGN i\ Tn EV;, v > N;
ferdan} "3 soz-<:c>} #il) "

Como J es finito tenemos que existe N = mé}x N; luego ¢;(x) € V, Vi €
1€
J, n > N por lo que

T, €W = Niegp; (Vi) CUVn > N

O

Proposicién 1.2. Sea (X, 7) un e.t. donde 7 es la topologia inicial y Z un e.t. Si
v Z — X, entonces se tiene que

Y continua <= ;01 : Z — Y, contina Vi € [
Demostracion.

=) Regla de la cadena

<)

UcXx B . .
U abierto } = U = U ﬂ @, (w;) con w; abierto en Y;

arbitrario finito
por tanto se tiene que
v = U Netetw)= U o) (w)
arbitrario finito arbitrario finito

y como (p; 01) " (w;) es abierto en Z por ser (p; 0 1)) continua, se tendra que
1~ 1(U) es abierto y por tanto v continua.

O

1.2. Topologia débil

Definicién 1.2. Sea F un espacio normado y consideramos o(F, E*), la topologia
inicial en E para
X=FE, I=E
Yf =R, VfeFE*
{f:E—=>R:feFE}

que es una topologia en FE que hace continuas todas las aplicaciones de E* y la
llamaremos topologia débil de un espacio normado F.

30



Analisis Funcional 1. Topologias Débiles

Observacion. o(E, E*) C 1.,
Proposicién 1.3. o(E, E*) es Hausdorff?.

Demostracion. Sean xq,x9 € E con x1 # 3. Podemos considerar A = {z1}, B =
{z2} que son cerrados, convexos y disjuntos. Por la segunda forma geométrica del
Teorema de Hahn-Banach tenemos que

df € E*\ {0} y Ja € R tal que (f, x1) < a < (f, z2)
tenemos entonces que

v, €0 :={zcE:{fz)<a}=f"((—o0,a)) abierto en ¢(E, E*)
Ty €Oy :={z € E:(f1)>a}=f"((a,+c0)) abierto en ¢(E, E*)

Proposicion 1.4. Sea xg € E, f1, fo, ..., fr € E*

LV =V(fi,...frse) ={z € E: |[{fi,x—x0)| <&, i=1,....,k} es un entorno de
xg en o(E, E*).

2.V ={V(f1,., frx;€) : € >0, f1, fo,..., fx € E*} es base de entornos de xq en
o(E,E").

Demostracion.

1. Definimos a; := (f;, xo) y tenemos que

k

V=V(fi,..fuie) =) f (ai—c,a; +¢)

i=1
es abierto y xg € V.

2. Si U es entorno de xy en o(E, E*), entonces existe un entorno bdsico de
o(E, E*) tal que

k
Ik €N, 3fi, ... fu € E tal que mo € [ ) f;7'(Vj) C U

j=1
con V; entorno de f;(zo). Entonces tenemos que
e > 0: (fi(zo) — ¢, fi(xo) +e) CV;, Vi=1,..,k
k

y llegamos a que V(fi, ..., fr;e) C N fj_l(Vj) cU

Jj=1

Ejercicio 1.2.1. Probar que si dim E < oo, entonces o(E, E*) = 7).,

2también denotado por T2
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Analisis Funcional 1. Topologias Débiles

Proposicién 1.5. Sea {z,} C F con E espacio normado. Entonces se tiene que

1 {2} "2 0 = {(Fa)) = (fo2) VF € B
2. {z,} = 2= {z,} “EED .

3. {2} "2 4 = [z} acotada v ||z < Hminf, e [[2]].

4.
o(E,E*)
{x{’”‘; 5, } = {Umaad} B (f2).
Demostracion.

1. o(E, E*) es la topologia inicial.

2. Tenemos que {z,} — = y ademds |(f, z, — x)| < || f||g||zn — z||g por lo que

{(frzn)} = (f,2).

3. Tenemos que B = {x,, : n € N} verifica f(B) = {(f,z,) : n € N} acotado Vf €
E*. Por la tercera consecuencia del teorema de Banach-Steinhaus tenemos que
B esta acotado. Tenemos entonces que

EB*

(s )| < [I]

1. ..
gl nlle = (f, x) < liminf ||z,||
n—oo

luego sup (f,z) < liminf, , ||z,|| v por el teorema de Banach-Steinhaus
[flle=<1
tenemos que ||z||g = sup .
/12

[(frsn) = (o)l < U{f = fran) |+ [{f 20 — 2)| <
< = Fllllznll + 1, 2n) = (f,2)] = 0

ya que || f, — fll = 0, ||z,|| estd acotada y (f,z,) — (f,z).
U

Definicién 1.3. Sea f : (F,7) — R una aplicacién, diremos que es secuencial-
mente semicontinua inferiormente? si

V{z,} >z = f(z) < liminf f(z,)

n—oo

3término utilizado por Tonelli a principios del siglo XX
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